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บทคัดยอ 
 

งานวิจัยนี้ไดนําเสนอหลักการแปรผันสําหรับใชในการหาความถ่ีธรรมชาติของคานไม
สมํ่าเสมอรองรับดวยสปริงและไดสรางชุดทดลองสําหรับวัดความถ่ีธรรมชาติของคานดังกลาวเพื่อ
ตรวจสอบความถูกตองของหลักการแปรผัน  คานไมสมํ่าเสมอท่ีใชมีสามชนิดคือ คานเหล็ก คาน
อะลูมิเนียม และคานทองเหลือง  คานแตละชนิดมีลักษณะเรียวจากใหญไปหาเล็กและมีภาคตัดสาม
แบบคือ  ภาคตัดวงกลม  ภาคตัดส่ีเหล่ียมผืนผา  และภาคตัดส่ีเหล่ียมจัตุรัส    ระบบคานในระหวาง
การวัดมวลท่ีส่ันประกอบดวย มวลคาน  มวลสปริงรองรับ  และมวลหัววัดการส่ัน  จึงไดเสนอ
แบบจําลองออกเปนส่ีแบบคือ แบบจําลอง-1 คิดเฉพาะมวลคาน  แบบจําลอง-2 คิดมวลคานและ
มวลหัววัดการส่ัน  แบบจําลอง-3 คิดมวลของคานและมวลสปริงรองรับ   แบบจําลอง-4 คิดมวล
คาน มวลสปริงรองรับและมวลหัววัดการส่ัน  ไดใชหลักการแปรผันตามแบบจําลองเหลานี้
คํานวณหาความถ่ีธรรมชาติของระบบคานแลวนํามาเปรียบเทียบกับผลท่ีวัดไดจากการทดลองพบวา  
ความถ่ีธรรมชาติท่ีคํานวณไดจากหลักการแปรผันตามแบบจําลองดังกลาวใหผลใกลเคียงกับความถ่ี
ธรรมชาติท่ีวัดไดจากการทดลองดวยวิธีคอนเคาะโดยมีความผิดพลาดอยูในชวงรอยละ 0.10 ถึง 
11.66 สําหรับความถ่ีธรรมชาติตัวท่ี 1 และ 2  นอกจากนี้ยังพบวา  ความถ่ีธรรมชาติท่ีคํานวณไดจาก
แบบจําลอง-4 มีคาท่ีใกลเคียงกับการทดลองโดยมีความผิดพลาดอยูในชวงรอยละ 0.10 ถึง 15.08  
ฉะนั้นจึงสรุปจากงานวิจัยนี้วา  สามารถที่จะนําหลักการแปรผันมาประยุกตใชในการคํานวณหา
ความถ่ีธรรมชาติของคานไดอยางแมนยําถาแบบจําลองมีการคิดผลของมวลที่ส่ันท้ังหมด  
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ABSTRACT 
 

        This research deals with the variational principle for determination of natural frequencies for 
non-uniform beams with spring-supports. The experiment setup is done for measuring frequencies 
of beams to examine accuracy of the variational principle. Three type of beams made of steel, 
aluminium and brass with decreasing circular, rectangular and square sections are used in the 
experiment. The system of vibrating beam during measurement is composed of the moving 
masses: the beam, the spring-supports and the vibration pickup. So, four models for oscillation 
are proposed; model-1 for the beam only; model-2 for the beam and vibration pickup; model-3 for 
the beam and spring-supports; and model-4 for the beam, spring-supports and vibration pickup. 
Based on these models, the variational principle is used to calculate natural frequencies of the 
beam system, then the results are compared to those of the experiment by using an impact 
hammer method. The conclusion is that the calculated natural frequencies are close to the results 
from the experiment with the error in the range of 0.10-11.66 % for the first and second modes. 
The calculated frequencies by employing model-4 are close to the measured ones with errors in 
the range of 0.10-15.08 %. Hence, the conclusion from this research is that the variational 
principle can be applied to calculate natural frequencies of beams with excellent accuracy if the 
model for oscillation includes all moving masses. 


