
บทที่ 4 
ผลการศึกษา 

 
4.1   แบบจําลองการเจริญเติบโต Deterministic 

  
{ } 0

max ( )
t

t
tc t

W u cβ
∞

=

= ∑       (4.1) 

 
สมการขอจํากดั 
  1( )t t tc k f k −+ =       (4.2) 
โดยที ่ ct    คือ การบริโภค ณ เวลาที่ t 
 kt    คือ การสะสมทุน ณ เวลาที่ t 

             u(⋅) คือ ฟงกชันความพอใจ 

 f(⋅) คือ สมการการผลิต 
              β   คือ ปจจัยสวนลด (discount factor)  
 ปจจัยสวนลด (discount factor) คือปจจัยที่แสดงใหเราเห็นวาในอนาคตเรามีความพึงพอใจ
ในการบริโภคเปนอยางไรซึ่งในที่นี้กําหนดให 1β <  นั้นหมายความวาเราจะมีความพึงพอใจใน
การบริโภคในอนาคตลดลงจากความพึงพอใจในการบริโภคในปจจุบัน 
  
 4.1.1   การหาจุดสูงสุดของสมาการโดยหาเงื่อนไขอันดับแรก (first order condition) 
 เราจะทําการหาอรรถประโยชนสูงสุดของครัวเรือนภายใตสมการขอจํากัดโดยหาเงื่อนไข
อันดับแรกเทียบกับ ct และ kt  เพื่อหาจุดสูงสุด 
 จากแบบจําลองสามารถสรางฟงกชัน Lagrangean ไดดังนี้ 

 1 1
0 0

[ ( ( ))] [ ( ) ]t
t t t t t

t t

L u c f k c kβ λ
∞ ∞

− −
= =

= + − −∑ ∑     (4.3) 

 
เงื่อนไขอันดับที่หนึ่งเทยีบกบั tc  

  1( ) 0t
t t

t

L u c
c

β λ −
∂ ′= − =
∂

      (4.4) 

จะได  1( )t
t tu cβ λ −′ =         (4.5) 
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เงื่อนไขอันดับที่หนึ่งเทยีบกบั tk   

 1 ( ( )) 0t t t
t

L f k
k

λ λ−
∂ ′= − + =
∂

      (4.6) 

จากสมาการ (4.5) ใหชวงเวลาผานไป1ชวงเวลาจะได 
 1

1( )t
t tu cβ λ+
+′ =        (4.7) 

แทนคาสมาการ (4.5) และ (4.7) ลงในสามการ (4.6) จะได 
 1

1( ) ( ) ( )t t
t t tu c f k u cβ β+
+′ ′ ′=       (4.8) 

 
1

1( ) ( )1
( )

t
t t

t
t

u c f k
u c

β
β

+
+′ ′

=
′

       (4.9) 

จากสมการขอจํากัดเราจะพบวา ct นั้นเปนฟงกชันของ kt จึงสามารถเขียนสมการออยเลอร (Euler 
equation) ไดเปน 

 1( ( ))1 ( )
( ( ))

t
t

t

u c k f k
u c k

β +′
′=

′
      (4.10) 

จากสมการที่ (4.2) สามารถเขียนใหมไดวา 
 1 1( )t t tk f k c+ += −        (4.11) 
ดังนั้นจากสมการออยเลอร (Euler equation) สมการฟงกชัน (functional equation) กําหนดโดย 

'
'

'

( ( ( ) ( )))( )( ) ( ( ) ( )) 1 0
( ( ))

u c f k c kF c k f f k c k
u c k

β −
= − − =    (4.12) 

  
 4.1.2   การกําหนดฟงกชัน, คาพารามิเตอรและการหาสภาวะคงที่ของสมการ  

กําหนดคาตามการศึกษาของ McGrattan (1996) ดังนี ้
 u(c) = ln(c)  และ  f(k) =  k    αλ   

 
โดยที ่ α = 0.25, β = 0.96 และ 1 ( )λ αβ=  

โดยในการหาสภาวะคงที่ของสมาการตางๆขางตนโดยทีจ่ะไมนําเวลาเขามาเกี่ยวของกับตัว
แปรตางๆในสมการดังนี้ จากสมการ (4.8) จะได 

 11 1k
c c

αβ λα − =        (4.13) 

จากสมการที่ (4.13) เราสามารถหาการสะสมทุน (k) ที่สภาวะคงที ่
 1 1k αβαλ − =         (4.14) 
        1k αβαλ −=        (4.15) 

              
1

1( )k αβαλ −=        (4.16) 
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จากสมการ (4.16) คือคาของทุน ณ สภาวะคงที่และจากสมการ (4.14)     

    1k
k

α

βλα =         (4.17)  

    k kαβλα =         (4.18)  
จากสมการขอจํากัด 
     ( )c f k k= −        (4.19) 
     c k kα αλ βαλ= −        (4.20) 
ดังนั้นจากสมการ (4.20) คําตอบสําหรับสมการการบริโภคในกรณีนี้คอื 
 ( ) (1 )c k kαβα λ= −        (4.21) 
 
สําหรับสภาวะคงที่ของการสะสมทุน ( k ) และการบริโภค ( c ) 
 1k =  คือ ดุลยภาพของการสะสมทุนจะเทากับ 1 หนวย 
 0.4287c =  คือดุลยภาพของการบริโภคอยูที่ 0.4287 
 
 4.1.3   ประยุกตวิธี weighted residual กับการประมาณคาแบบจําลอง 
 การหาคําตอบของสมการฟงกชัน (functional equation) โดยวิธี weighted residual สามารถ
กระทําโดยประมาณคําตอบของสมการฟงกชัน (functional equation)  ใหอยูในรูปของการรวมกับ
ของฟงกชันเชิงเสน (linear combination) ของฟงกชันพื้นฐาน (basis function) จากสมการ (4.12) 
สมการฟงกชันคือใหฟงกชัน f  คือเงื่อนไขอันดับที่หนึ่ง (first-order condition  ) จากปญหาการการ
หาคาสูงสุด (maximization) 

 
11 ( ( )) 1

( ( ))( )( ) 1
( )

k c k
c k c kf c k

c k

α α
αβ αλ λ

λ
−− −

−=    (4.22) 

 
1( ( )) ( )( )( ) 1

( ( ))
k c k c kf c k

c k c k

α α

α

βαλ λ
λ

−−
= −

−
    (4.23)  

cn ก็คือการรวมกับของฟงกชันเชิงเสน (linear combination) สมมติใหการประมาณคาคําตอบอยูใน
รูปของ 
 2

1 2( ; ) ...n n
nc k k k kθ θ θ θ= + + +        

ใหสมการ residual คือสมการฟงกชันประมาณคาที่คําตอบโดยประมาณ cn: 

 ( ; ) ( ( ; ))nR k F c kθ θ=  
กําหนดใหมีเงือ่นไขการมีขอบเขต (boundary condition) ที่ k=0 จากสมการ residual อยูในรูปของ 
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1

1 1

1 1

( )
( ; ) 1

( )

n n
j j

j j
j j

n n
j i

i j
i j

k k k
R k

k k

α α

α

βαλ λ θ θ
θ

θ λ θ

−

= =

= =

−
= −

−

∑ ∑

∑ ∑
      

การประยกุตวธีิ weighted residual ตองหาคาปฏิยานุพันธในรูป 
 

 
0

( ) ( ; ) ,
k

i k R k dkφ θ

−

∫  1,...,i n=      (4.24)  

โดยที่  คือ ขอบเขตบนของโดเมน สําหรับการสะสมทุน (capital stock) แต residual (R) เปน
ฟงกช่ันไมเชิงเสน (nonlinear) ของ G ในความจริงตองทําการหาคาปฏิยานุพันธเชิงตัวเลข 
(numerical integration) จากการประยุกต Gaussian quadrature รูปของคาปฏิยานุพันธ (4.24) จะถูก
แทนที่โดย 
 
 ( ) ( ; ),l i l l

l
k R kωφ θ∑  1,...,i n=      (4.25) 

 lω = คาถวงน้ําหนัก guadrature   
ตําแหนง kl = quadrature abscissas 
 คาของ wl และ kl ไมแสดงบนฟงกชันที่ถูกอินทิเกรท ( ( ) ( ; )i k R kφ θ ) ถาเราทราบคา
ขอบเขตของกา อินทิเกรท (ตัวอยาง o และ k ) และจํานวนของจุด quadrature โดยคา lω และ kl 
สามารถหาคาไดจากตาราง standard quadrature ขึ้นอยูกับลักษณะตางของกฎ quadrature ที่ตองการ 

(เชน  Legendre , Chebyshev,  Hermite) คา lω และ kl เปนคาที่ตางกันแตการคํานวณจาก R และ φ 
จะมีคาที่ไมแตกตางกันขึ้นอยูกับลักษณะตางของกฎ quadrature ที่ตองการ 
 ขั้นตอนสุดทาย คือ หาคําตอบของ ระบบสมการ (4.25) ในกรณีนี้เปนระบบไมเชิงเสน
(nonlinear) ตองการหา θ โดย G(θ)=0 ที่ G มีมิติ (dimention) เดียวกับ θ โดยการประยุกต  
Newton’s method เพื่อหา G(θ)=0 
 

 
1

1 ( ) ( ),
j

j j jG G
θ θ

θθ θ θ
θ

−

+

=

⎡ ⎤∂
= − ⎢ ⎥∂⎣ ⎦

 1,2,3,...j =    (4.26) 
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กับการหาคา θ0 ที่ θj คือ เวกเตอรของตัวแปรไมทราบคาตัวที่พิกัด jth การหาคําตอบ ลําดับของ

ปญหาของรูปแบบดังนี้หา  θ โดยที่ Aθ = b ที่ A เปนจาโคเบียนเมทริกซ ของ  คํานวณที่ θj และ 

b คือฟงกชันของตัวมันเอง, G(θj) 
 สําหรับการประยุกตของ วิธี weighted residual ภายใตขอกําหนด โดยกําหนดใหกฎ
quadrature rule คือ Legendre กับ 20 quadruture abscissas (ใชเพื่อประมาณคาอินทิเกรทสมาการ 
(4.25)) ในกรณีที่  
 

 
1

20

1,
1

( ) ( )l i l ii i l
x x x x dxω

= ≠
−

= − −∏∫  

l = 1,2,…,20 และ x1,x2,…,x20 เปนรากของ20th พหุนาม Legendre พบวา 

0 1 1 2( ) 1, ( ) , ( ) (2 1) ( ) ( 1) ( ), 2,..., 20i i ip x p x x ip x i xp x i p x i− −= = = − − − =  ที่ โ ด ย ที่ จุ ด  kl 
กําหนดโดย 1, 1,..., 20l lk x l= + =  
 ในการแกแบบจําลองโดยการประยุกตวิธี weighted residual โดยใชจะเริ่มขบวนการโดย

การใชโปรแกรม MAT-LAB ในการแกแบบจําลองโดยโปรแกรมจะทําการเลือกวิธีการในการ

ฟงกชัน ( )i kφ  ที่ตางกันหลังจากนั้นในแตละวิธีการเรียกใชคําสั่งในกําหนดคา abscissas และคา

ถวงน้ําหนักแลวจะทําการคํานวณหาคาการบริโภคที่จุดดุลภาพโดยคํานวณจากคากรสะสมทุนที่

ดุลยภาพเพื่อที่ตองการทราบคาของ ทีตา (θ) จึงทําการคํานวณสมการ residual จากการกําหนด

ขางตนซึ่งผลการประมาณคาจะแสดงเปนกราฟแสดงความสัมพันธระหวางการบริโภคกับการ

สะสมทุน  

  

 1)  วิธีการกําลังสองนอยที่สุด (least square method) 

 การประยุกตของ วิธีการกําลังสองนอยที่สุด (least square method) 

 กําหนด ( ) ( ; )i ik R kφ θ θ= ∂ ∂  ที่ การหาอนุพันธของเรสซิดวล (residual) กําหนดโดย 
1

1

1

( ; ) ( 1) ( ; ) ( ; )1 ( )
( ; ) ( ; )

l n n n
l l i

in n
il

R k k k c k c k k k i k
c k k c k

αθ βαλ α θ θ θ
θ θ θ

−
−

=

⎧ ⎫∂ −
= − + − −⎨ ⎬∂ ⎩ ⎭

∑
%

% %
% % %

 

l = 1,2,…,n  และ j
j

j
k k kαλ θ= +∑%  

  จากรูป (4.1) ไดทําการแสดงคําตอบโดยประมาณ cn สําหรับ n = 5 รวมกับคําตอบที่แทจริง 
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อนุพันธของฟงกชันที่แทจริงเปนอนันตที่ k=0 และ จะมีคานอยเมื่อคาของ k มีคาสูง จึงตองเพิ่มพหุ

นามของสมการใหสําเร็จที่การสะสมทุน (capital stock) ทั้งหมด ดังนั้นจึงไดทําการแสดงคําตอบ

บนแกนของ การสะสมทุน (capital stock) ที่อยูในชวง 1 5,
3 3
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 สําหรับคําตอบโดยการประมาณคา

ทั้งสองไดทําการสมมุติให n = 5 โดยที่คําตอบโดยประมาณบนชวง 1 5,
3 3
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 ไดคําตอบที่ใกลเคียง

กับคําตอบที่แทจริงที่แทจริงมาก 

 

รูปท่ี  4.1 แสดงการประมาณคาโดยใชวิธีการกําลังสองนอยที่สุด (Least Square Method) ของ  

  Deterministic Growth Model  
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two least-squares approximations for the deterministic growth model

Exact
Aproximation on [0,2]
Aproximation on [1/3,5/3]

 
 2)  วิธี Collocation 

 การประยกุตของ วิธี Collocation 

กําหนด ( ) ( ), , 1,...,i i ik k k k i nφ δ= − =  เปน Collocation points ใน 0,k⎡ ⎤⎣ ⎦  ในรปูที่ (4.2) ไดทาํ

การแสดงคําตอบโดยการประมาณคา 2 คําตอบ ดังนี้ คือ  
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 -   คําตอบโดยการประมาณคาที่มี collocation points 5 จุด ระหวาง 0.1 และ 2 

 -   คําตอบโดยการประมาณคาที่มี collocation points 5 จุด ระหวาง 1/3 และ 5/3  

 ปญหาของการประมาณคาฟงกชันกระทํารวมกับ gradients ซ่ึงไดคําตอบเปนที่นาพอใจ 

โดยไดทําการหลีกเลี่ยงคาของการสะสมทุน (capital stocks) ที่มีคาที่นอยกวา 0.1 โดยไดทําการ

ประมาณคาบนชวง [0.1,2] ไดคําตอบไมเปนที่นาพอใจ ดังนั้นจึงตองเลือกฟงกชันพื้นฐาน ( basis 

function) และ collocation points ที่ดีขึ้นเพื่อที่นําวิธีนี้ไปเปรียบเทียบกับวิธีการกําลังสองนอยที่สุด 

(least square method) พบวาบนชวง 1 5,
3 3
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 การประมาณคาไมดีเทาที่ควรเมื่อเทียบกับวิธีการ

กําลังสองนอยที่สุด (least square method) แตคําตอบโดยการประมาณมีคาที่ไมตางจากคําตอบที่

แทจริงมากนักดังนั้นการประมาณคาในชวงนี้จึงเปนที่นาพอใจ 

 

รูปท่ี  4.2 แสดงการประมาณคาโดยใชวิธี Collocation ของ Deterministic Growth Model  
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3)   วิธี Galerkin   

 สําหรับการประยุกตของวิธี Galerkin   

กําหนด  ( ) , 1,...,i
i k k i nφ = =  ในรูปที่  (4 .3)  ไดแสดงการประมาณคําตอบบนชวง  [0,2] 

และ 1 5,
3 3
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 รวมกับคําตอบที่แทจริงพบวาคําตอบที่ไดจะคลายกับคําตอบของวิธีการกําลังสองนอย

ที่สุด (least square method)  

 

รูปท่ี  4.3 แสดงการประมาณคาโดยใชวิธี Galerkin ของ Deterministic Growth Model  
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 4.1.4   แบบจําลองโดยการประยุกตวิธี weighted residual โดยใชพหุนาม Chebyshev เปน
ฟงกชันพืน้ฐาน 
 เนื่องจากตองการรวมกันของพหุนามที่มากขึ้นรวมกับกรณีของ , 1,...,ik i n=  ทําให

กลายเปนมีพหุนาม n ตัวจึงตองใชระดับของพหุนามเอกฐาน (orthogonal polynomails) แสดงโดย 

สมการการบริโภค   
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1
( ; ) ( )

n
n

i i
i

c k kθ θψ
=

=∑        (4.27) 

 ที่ 1( ) (2( ) /( ))i ik p k k k kψ −= − −  , k  คือ ขอบเขตลางของการสะสมทุน (capital 
stocks) , k   คือ ขอบเขตบนของการสะสมทุน (capital stocks)  และ pi(x) คือพหุนาม Chebyshev 
ตัวที่ ith อธิบายโดยสมการ (4.27) 
  

4.1.5 การกําหนดฟงกชัน, คาพารามิเตอรและการหาสภาวะคงที่ของสมการ  
กําหนดคาตามการศึกษาของ McGrattan (1996) ดังนี ้

1( ) /(1 )u c c τ τ−= −  และ ( ) (1 )f k k kαλ δ= + −   
 
โดยที่   τ  คือ ความยืดหยุนของการทดแทนกัน (elasticity of intertemporal substitution) 
  δ   คือ อัตราการเสื่อมราคาของทุน (depreciation rate) 
 5, 0.25, 0.025, 0.99τ α δ β= = = =  และ (1 (1 )) /( )λ β δ αβ= − −   
กําหนดให cn อยูในรูปสมการที่ (4.22) ดวย n = 10  
จากสมการ (4.8) จะได 

 
1

1( ) ( (1 )) 1
( )

t

t

c k
c

τ α

τ

β λα δ− −
+

−

+ −
=      (4.28) 

จากสมการ (4.28) คําตอบสําหรับสมการการบริโภคในกรณีนี้คือ 
 
  1

1( ) ( (1 )) ( )t tc k cτ α τβ λα δ− − −
+ + − =      (4.29) 

        1
1( ( )) ( (1 )) ( ( ))t tc k k c kτ α τβ λα δ− − −
+ + − =      (4.30) 

 โดยในการหาสภาวะคงที่ของสมาการตางๆขางตนโดยทีจ่ะไมนําเวลาเขามาเกี่ยวของกับตัว
แปรตางๆในสมการดังนี ้
 

    
1( ) ( (1 )) 1

( )
c k

c

τ α

τ

β λα δ− −

−

+ −
=

%%

%
     (4.31) 

              1 (1 ) 1kαβλα β δ− + − =%      (4.32) 

       
1

11 (1 )( ) kαβ δ
βλα

−− −
= %      (4.33) 

สําหรับสภาวะคงที่ (steady state) ของการสะสมทุน ( k% ) 
 k% = 1.002 ดุลยภาพของการสะสมทุนจะประมาณเทากับ 1 หนวย 



  
25 

  
4.1.6 การแกแบบจําลองโดยการประยุกตวิธี weighted residual โดยใชพหุนาม    

Chebyshev เปนฟงกชันพื้นฐาน 
 ในการแกแบบจําลองโดยการประยุกตวิธี weighted residual โดยใชพหุนาม Chebyshev 
เปนฟงกชันพื้นฐานนั้นจะเริ่มขบวนการโดยการใชโปรแกรม MAT-LAB ในการแกแบบจําลองโดย
โปรแกรมจะทําการอานคาตัวพารามิเตอรตางๆหลังจากนั้นไดทําการอินทิเกรทฟงกชันเรสซิดวล 
( ( ; )R k dkθ ψ∫  )   จากการกําหนดขางตนซึ่งผลการประมาณคาจะแสดงเปนกราฟแสดง

ความสัมพันธระหวางการบริโภคกับการสะสมทุนในรูปที่ (4.4) ไดแสดงคําตอบโดยการประมาณที่ 
0.03, 2k k= =  และ 0.1, 1.9k k= = รวมกับคําตอบที่แทจริง จากรูปที่ 4.4  จะเห็นไดวาการใช

การรวมกันของสมาการพหุนามที่มากขึ้นนั้นจําเปนสําหรับการประมาณคาที่ถูกตองบนชวง 
[0.03,2] เนื่องจากไดทดสอบทําการคาของฟงกชันที่มีขอบเขตที่กวางและฟงกชันที่มีขอบเขตที่แคบ
ลงโดยไดใชฟงชันพื้นฐาน (basis function) เดียวกัน เมื่อกําหนดใหโดเมนอยูในชวง [0.1.1.9] นั้น
แสดงไดถึงการประมาณคาที่ดีขึ้นซึ่งการประมาณคานั้นใกลเคียงกับคําตอบมากในขอบเขตที่จํากัด
ของโดเมนที่จํากัดซึ่งฟงกชันไมมี gradients ที่กวาง 
 

4.1.7 การแกแบบจําลองโดยการประยุกตวิธีไฟไนตเอลิเมนตโดยใชรวมกับฟงกชันเชิง 
เสน piecewise เปนฟงกชันพืน้ฐาน 

 ดังนั้นจึงไดทดลองระเบียบวิธี Galerkin รวมกับฟงกชันเชิงเสน piecewise เปนฟงกชัน
พื้นฐานโดยใชวิธีไฟไนตเอลิเมนตในการประมาณคา 

 การกําหนดฟงกชัน, คาพารามิเตอรและการหาสภาวะคงที่ของสมการเนื่องจากกําหนดให 

u(⋅) , f(⋅) และพารามิเตอรตางๆเหมือนกับการแกแบบจําลองโดยการประยุกตวิธี weighted residual 
โดยใชพหุนาม Chebyshev เปนฟงกชันพืน้ฐานจึงมีสภาวะคงที่ของสมการโดยให x1 = 0 , x11 =2  
และ xi = xi-1 + 0.005exp(0.574(i-2)) โดยที่พื้นที่นี้มี 10 เอลิเมนต โดยทีค่วามยาวเพิ่มขึ้นแบบเอกซ
โปรเนนเชียล ดังนั้นจะมีจดุอยูหลายจดุที่อยูใกลกับจุดกําเนิดโดยที่ฟงกชันมี gradients ที่กวาง (ใน
กรณีนี้เปนอนนัต) ในการคํานวณปฏิยานุพนัธของตัวถวงน้ําหนกั (weighted integral) ไดใชกฎ
Legendre quadrature ที่ 2 จุด quadrature  สมมุติให คาถวงน้ําหนัก (weights) และ abscissae ตาม
สมการที่(4.25)  
 โดยที่  / 2, 1, 2l el lω = =  และ 1 20.211 , 0.789e e e ek k l k k l= + = +  โดยที่ ke คือจุด

สุดทายจุดแรกของเอลิเมนต  
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รูปท่ี  4.4 แสดงการประมาณคาโดยใชวิธีGalerkin โดยใช Chebyshev เปน basis functions ของ  

  Deterministic Growth Model  
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Exact 

 
  

4.1.8 การแกแบบจําลองโดยการประยุกตวิธีไฟไนตเอลิเมนต โดยใชรวมกับฟงกชันเชิง 
เสน piecewise เปนฟงกชันพืน้ฐาน 

 ในการแกแบบจําลองโดยการประยุกตวิธีไฟไนตเอลิเมนตโดยใชรวมกับฟงกชันเชิงเสน 
piecewise เปนฟงกชันพื้นฐานนั้นจะเริ่มขบวนการโดยการใชโปรแกรม MAT-LAB ในการแก
แบบจําลองโดยโปรแกรมจะทําการแบงเอลิเมนต และทําการประมาณคาในแตละเอลิเมนต จากการ
กําหนดขางตนซึ่งผลการประมาณคาจะแสดงเปนกราฟแสดงความสัมพันธระหวางการบริโภคกับ
การสะสมทุน 
 ในรูปที่ 4.5 ไดแสดงการประมาณคาโดยวิธีไฟไนตอิลิเมนตรวมกับคําตอบที่แทจริง 
เนื่องจากวิธีไฟไนตอิลิเมนต เปนกระบวนการ piecewise ของวิธี weighted residual จึงสามารถที่จะ
มีความถูกตองมากในการประมาณคาในชวงโดเมน [0,2]   
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รูปท่ี  4.5 แสดงการประมาณคาโดยใชวิธี วธีิไฟไนตอิลิเมนต ของ Deterministic Growth Model  
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  4.2   แบบจําลองการเจริญเติบโต Stochastic  
  จากแบบจําลองคือแบบจําลองการเจริญเติบโต Deterministic ตองการทําการคํานวณ
ฟงกชันตัวแปรการตัดสินใจ (decision function) สําหรับแบบจําลองการเจริญเติบ Stochastic นั้นใน
แตละตัวแปรการตัดสินใจ (decision) อธิบายโดยการสะสมทุน (capital stock) และความแปรปรวน
ของผลกระทบภายนอก (stochastic shock) ในแบบจําลองการเจริญเติบโต Stochastic สมมุติใหการ
ผลิต ณ เวลา t สามารถคํานวณไดจากการบริโภค ณ เวลาปจจุบัน (ct) หรือการลงทุน ณ เวลา
ปจจุบัน (it) สมมุติตัวแปรการตัดสินใจ (decision) ของการบริโภคหรือการออม ใหอยูในคาที่
เหมาะสมโดยที่ความพึงพอใจ ของครัวเรือนเปนคาที่สูงสุดโดย ความพึงพอใจของครัวเรือน  
กําหนดโดย 

 1
0

( ) ,t
t

t
W E u c kβ

∞

−
=

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑  0 1β< <     (4.34) 

โดยที่  kt  = การสะสมทุน (capital stock) ณ เวลาที่ t 
 k-1 = เปนคาที่ทราบคา 

----    Exact 
o      approximation 
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 ภายใตสมการขอจํากัด 
 1 1(1 ) ,t t t t tc k k kαδ λ− −+ − − =  0 1,0 1α δ< < ≤ ≤    (4.35) 
 
โดยที่คา ct,kt  ≥  o  สําหรับทุกๆ t ≥ 0 และสมการขอจํากัดของกระบวนการความแปรปรวนของ
เทคโนโลยี (technology shock)  
 1ln ln ,t t tλ ρ λ ε−= +    1 1ρ− < <     (4.36) 

ตัวแปรสุมมีการกระจายแบบปกติดวยคาเฉลี่ยเทากับ 0 และความแปรปรวนเทากับ σ2  เนื่องจาก ε 
มีการกระจายแบบปกติจึงไมตองมีเงื่อนไขในการสนับสนุน  สวนความแปรปรวนของเทคโนโลยี 
(technology shock)  มีคาระหวาง 0 กับ อนันต ในการคํานวณไมสามารถที่จะบอกขอบเขตของคา
อนันตไดดังนั้นจึงกําหนดคาขอบเขตบนที่มีคากวางดวยความนาจะเปนของกลุมตัวอยางจะทําใหคา
นั้นมีขนาดที่เล็กลงหรือทําการลงขอมูลของตัวแปร และการทํางานกับเงือนไขขอบเขต 
  
 โดยให    z = tanh(ln( ))  λ  ดังนั้น    

  tz  = tanh(ln( ))  tλ : 1ln t t
t eρ λ ελ − +=  

                    1
t

t t eερλ λ −= ×  
 จาก  tz = tanh(ln( ))  tλ  

  t 1z = tanh(ln( ))  t
t eερλ − ×  

  1tanh( ln )t t tz ρ λ ε−= +  
และจาก    1

1 1ln tanh ( )t tzλ −
− −=  

คา zt อธิบายบน [-1,1]  ดังนั้นสามารถเขียนสมาการ (4.36) ใหมไดดังนี้ 
 

 
1

1tanh( tanh ( ) 2 )

2
t t t

t t

z zρ συ

υ ε σ

−
−= +

=
    (4.37) 

เนื่องจากความแปรปรวน Stochastic เปนคาที่มีความตอเนือ่งจึงตองหาคาํตอบของปญหา 2 
มิติ (2-dimention) แสดงโดยคําตอบโดยการประมาณดังนี้ 

 

 ( ) ( )
1

, ; ,
n

n
i i

i

c k z k zθ θψ
=

=∑       (4.38) 

การกําหนดคาฟงกชันพื้นฐาน (basis function) คือ สมาชิกทั้งหมดจากการคูณของเอลิ
เมนต 1,k,k2,k3,…,knk} กับ {1,z,z2,z3,…,znz} สามารถใชสมาชิกทั้งหมดจากการคูณของเอลิเมนต
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ของพหุนามเอกฐาน (orthogonal polynomial) ในกรณีอ่ืนจํานวนของตัวแปรไมทราบคามีการ
เพิ่มขึ้นอยางรวดเร็วโดยเฉพาะถามีจํานวนพจนที่มากของพหุนามการประมาณคาสมการการ
บริโภคจึงตองการทั้งคาที่สูงและต่ําของการสะสมทุน (capital stock) 

วิธีที่สามารถหาคําตอบของปญหาไดงายคือการใชเซตของพหุนามที่สมบูรณที่ดีกวา
สมาชิกทั้งหมดจากการคูณของเทอมในรูป  { }

0

kni

i
k

=
และ { }

0

zni

i
z

=
 (ตัวอยาง base{1,k,z,k2,kz,z2} 

ดีกวา {1,k,z,kz,k2,z2,k2z,kz2,k2z2} ) การใชเซตของพหุนามที่สมบูรณทําใหมีการประมาณคา
ฟงกชันที่มีดีกรีสูงแตจํากัดจํานวนของตัวแปรไมทราบคา สําหรับวิธีอ่ืนที่สามารถหาคําตอบของ
ปญหาไดงายคือการประยุกตใชวิธีไฟไนตเอลิเมนตระบบสมการจะหาคําตอบเพื่อตัวแปรตัว
สัมประสิทธิ์ไมทราบคา θ  โดยทั่วไประบบของสมการนั้นจะมีลักษณะใหเมทริกซสัมประสิทธิ์
ของระบบสมการเชิงเสนที่มีคาสัมประสิทธิ์สวนใหญของเมทริกซเปน 0 (sparse) แตปญหาก็คือไม
ตองการที่จะมีการบันทึกในระเบียบวิธีเสปกตรัมปกติ (typically spectral) ไดประยุกตกระบวนวิธี
เพื่อหาคําตอบของระบบของสมการนั้น  
 4.2.1   การประยุกตวิธีไฟไนตเอลิเมนตในแบบจําลองการเจริญเติบโต Stochastic  
 ขั้นตอนแรกคือการหาสมการ residual โดยใชอนุพันธอันดับหนึ่งของสมการ(4.34)  การหา
จุดสูงสุดของสมาการโดยหาเงื่อนไขอันดับแรก (first order condition) เราจะทําการหา
อรรถประโยชนสูงสุดของครัวเรือนภายใตสมการขอจํากัดโดยหาเงื่อนไขอันดับแรกเทียบกับ ct ,kt 

และ zt เพื่อหาจุดสูงสุด 
 จากแบบจําลองสามารถสรางฟงกชัน Lagrangean ไดดังนี้ 
 

  1 1 1
0 0

[ ( ( )) ] [ (1 ) ]t
t t t t t t t

t t
L u c k k k c kαβ γ λ δ

∞ ∞

− − −
= =

= + + − − −∑ ∑   (4.39)  

   

      1
1 1 1

0 0

[ ( ( )) ] [exp(tanh ) (1 ) ]t
t t t t t t t

t t

L u c k z k k c kαβ γ δ
∞ ∞

−
− − −

= =

= + + − − −∑ ∑  (4.40) 

เงื่อนไขอันดับที่หนึ่งเทยีบกบั tc  

 ( ) 0t
t t

t

L u c
c

β γ∂ ′= − =
∂

       (4.41) 

    ( )t
t tu cγ β ′=       (4.42) 

 
เงื่อนไขอันดับที่หนึ่งเทยีบกบั tk  

 11
1 1(exp(tanh ) (1 )) 0t t t t

t

L z k
k

α

γ γ α δ
−−

+ +

∂
= − + + − =

∂
   (4.43) 
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          11
1 1(exp(tanh ) (1 ))t t t tz k

α

γ α δ γ
−−

+ + + − =    (4.44) 
 
จากสมการ (4.42) ใหชวงเวลาผานไป1ชวงเวลาจะได 
 1

1 1( )t
t tu cγ β +
+ +′=        (4.45) 

 
แทนคาสมการที่ (4.42) และ (4.46)ในสมการ (4.44) ได 
 11 1

1 1( )(exp(tanh ) (1 )) ( )t t
t t t tu c z k u c

α

β α δ β
−+ −

+ +′ ′+ − =    (4.46) 
     11

1 1( )(exp(tanh ) (1 )) ( )t t t tu c z k u c
α

β α δ
−−

+ +′ ′+ − =    (4.47) 

   11
1

1

11( )(exp( ln ) (1 )) ( )
2 1

t
t t t

t

zu c k u c
z

α

β α δ
−+

+
+

+′ ′+ − =
−

   (4.48) 

   11
1

1

1( )( (1 )) ( )
1

t
t t t

t

zu c k u c
z

α

β α δ
−+

+
+

+′ ′+ − =
−

   (4.49) 

 
สมการฟงกชัน (functional equation) กําหนดโดย 

 11 1

1

( ) 1( )( ) ( (1 )) 1
( ) 1

t t
t

t t

u c zf c k k
u c z

α

β α δ
−+ +

+

′ +
= + − =

′ −
   (4.50) 

         11 1

1

( ) 1( )( ) ( (1 )) 1 0
( ) 1

t t
t

t t

u c zf c k k
u c z

α

β α δ
−+ +

+

′ +
= + − − =

′ −
   (4.51) 

  
 4.2.2   การกําหนดฟงกชัน, คาพารามิเตอร และการหาสภาวะคงที่ของสมการ  

กําหนดคาตามการศึกษาของ McGrattan (1996) ดังนี ้
1( ) /(1 )u c c τ τ−= −  และ ( ) (1 )f k k kαλ δ= + −     (4.52) 

 
โดยที่   τ  คือ ความยืดหยุนของการทดแทนกัน (elasticity of intertemporal substitution) 
  δ   คือ อัตราการเสื่อมราคาของทุน (depreciation rate) 
 ให τ = 1, δ = 0, β  = 0.95, α = 0.33, ρ = 0.95 และ σ = 0.1 
 กําหนดคา z = [-0.391, -0.123, 0.12 , 0.391] 
      k = [0, 0.010, 0.036, 0.102, 0.273, 0.714, 1.85] 
 จํานวนจุด quadrature ในแตละเอลิเมนทเทากับ 9 นั่นคือมีสามจุดของการอิทิเกรชัน 
(integration) ที่เทียบกับการสะสมทุน (capital stock) และสามจุดที่เทียบกับความแปรปรวนใน
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เทคโนโลยี (technology shock) สําหรับการอินทิเกรชัน (integration) บน υ และไดกําหนดให
จํานวนของจุด quadrature , 10mυ =  
 โดยในการหาสภาวะคงที่ของสมาการตางๆขางตนโดยทีจ่ะไมนําเวลาเขามาเกี่ยวของกับตัว
แปรตางๆในสมการดังนี ้
 1( )( (1 )) ( )u c k u cαβ λα δ−′ ′+ − =%%% %      (4.53) 
          1( (1 )) 1kαβ λα δ− + − =%%       (4.54) 

                   1 1 (1 )kαλα δ
β

− = − −%%     (4.55) 

                      1 1 (1 )k
α δλ

βα α
− −
= −%%     (4.56) 

            1 1 (1 )k
α β δ

βαλ
− − −
=%

%
         (4.57) 

                 
1

11 (1 )k
αβ δ

βαλ

−⎛ ⎞− −
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

%
%

    (4.58) 

 
สําหรับสภาวะคงที่ (steady state) ของการสะสมทุน ( k% )  
 k% = 0.1771 ดุลยภาพของการสะสมทุนจะเทากับ 0.1771   
 
การประยกุตวธีิ weighted residual ตองหาคาปฏิยานุพันธในรูป  

( )
( )

( )

2

~ ~
~

1~

~

~
1

, ;
1, ; 1 1 0
1, ;

(1 ) /(1 ) (1 ) , ;

tanh( tanh ( ) 2 )

n

n

n

c k z
zR k z k e d
zc k z

k k z z k c k z

z z

τ

α
υ

τ

α

θ
βθ α δ υ
π θ

δ θ

ρ συ

−

+∞ −
−

−
−∞

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ +⎝ ⎠ ⎜ ⎟= + − − =⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠

= + − + − −

= +

∫

 (4.59) 

 cn(0,z;θ)=0 , υ มีการแจกแจงแบบปกติดวัยคาเฉลี่ยเทากับ 0 ความแปรปรวนเทากับ ½  

และโดเมนสําหรับ state space คือ [ ]0, 1,1k
−⎡ ⎤Ω = × −⎢ ⎥⎣ ⎦

 ถาประยุกตกฎของ Gauss-Hermite 

quadrature ในการคํานวณปฏิยานุพันธสมการที่ (4.59) จะไดสมการ residual ดังนี้ 
 

 
~~ ~

1~

~
1

1( , ; )( , ; ) ( 1 ) 1
( , ; ) 1

m n
l l

ln
l

l

zc k zR k z k
c k z z
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τ

β θθ α δ ω
θπ

−−

−
=

+
≅ + − −

−
∑   (4.60) 
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โดยที่  
~

1tanh( tanh ( ) 2 ), , , 1,...,l l l lz z l mυρ συ υ ω−= + =  เปน abscissas และ ตัวถวงน้ําหนัก
สําหรับ mυ  จุดของกฎ quadrature  
 ขั้นที่สองวิธีไฟไนตเอลิเมนตคือการแบงโดเมนใหมีขนาดที่เล็กลงโดยที่ไมมีการซอนทับ
กันของแตละโดเมนที่ไดทําการแบงเรียกวาเอลิเมนต ในการศึกษาครั้งนี้โดเมนเปนโดเมนที่มี 2 มิติ 

(dimension) และ มีมุมตั้งฉาก (rectangular) : [ ]0, 1,1k
−⎡ ⎤Ω = × −⎢ ⎥⎣ ⎦

 ในแตละเอลิเมนตก็จะมีสมบัติ

ตั้งฉาก (rectangular) ใน Ω คือ [ ]1 1, ,i i j jk k z z+ +⎡ ⎤Ω = × ⎣ ⎦  โดยที่ ki คือพิกัดที่  ith สําหรับการ

สะสมทุน (capital stock) และ zj คือพิกัดที่ j
th tสําหรับความแปรปรวนของเทคโนโลยี (technology 

shock) โดยไดกําหนดวิธีการประมาณคาของอิลิเมนตมุมฉาก (rectangular element) ไวสองวิธีคือ
วิธีเชิงเสนและวิธี quadratic แสดงโดยสมการการบริโภคบนเอลิเมนตที่ e ที่เปนเชิงเสน 
 
 ( ),n

ec k z a bk cz dkz= + + +       (4.61) 
 
 เนื่องจากมีตัวแปรที่ไมทราบคาอยู 4 ตัวจึงตองการเอลิเมนตที่มี 4 node ถากําหนดตําแหนง
ของ node ใหอยูที่มุมของมุมฉากแลวสามารถอธิบายเอกลักษณเรขาคณิตของเอลิเมนตและใหคา
คําตอบทั้ง 4 เพื่อลดคาคงที่ของสมการ (4.61) นั้นคือถากรณีของ 1 มิติสามารถเขียนสมการ
ประมาณคาของสมการ (4.61)ไดเปน 
 
 ( ) ( ), ; , , 1,..., 4n e e

e i i
i

c k z k z iθ θ ψ= =∑     (4.62)  

 
โดยที่ฟงกชันพื้นฐาน (basis function) คือ 1e

iψ =  ที่ node ที่ i แลวเทากับ 0 ใน 3 เอลิเมนต ที่เหลือ 
 กอนที่จะแสดงสมการฟงกชันพื้นฐาน (basis function) เพื่อความสะดวกจะกําหนดการสง

คา (mapping) ระหวางพิกัดใหญ(global) (k,z) กับพิกัดยอย (local) (ξ,η) อธิบายบนเอลิเมนต หลัก
เพื่อความสะดวกกําหนดใหเซตของเอลิเมนตหลักมีเซตของพิกัดคงที่ ขณะที่เซตของพิกัดในแตละ
เอลิเมนตใน Ω มีเซตของพิกัดที่ตางกันโดยสามารถสรางฟงกชันพื้นฐาน (basis function) สําหรับ
แตละเอลิเมนตได 

กําหนดฟงกชัน ξ(k) และ η(z) ที่สงคาเอลิเมนตทั่วไป [ki,ki+1]× [zj,zj+1] กับสี่เหลียม [-1,1] 
× [-1,1] โดยที่ 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1

1 1

( ) 2 /

2 /
i i i i

j j j j

k k k k k k

z z z z z z

ξ

η
+ +

+ +

= − − −

= − − −
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สมมุติให 4 node ของเอลิเมนตหลักคือ (-1,-1),(1,-1),(1,1),และ (-1,1) เปนพิกัดยอย (local) 
ในการศึกษานีพ้ื้นฐาน (basis function) ไดถูกสรางขึ้นดังนั้น 
 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4

, ; , ,

1, 1; , 1, 1; , 1,1; , 1,1;

n e e
e i i

i

e n e n e n e n
e e e e

c

c c c c

ξ η θ θ ψ ξ η

θ θ θ θ θ θ θ θ

=

= − − = − = = −

∑
 

จากขอจํากดันีส้มมุติให 
 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2 3 4
1 1 1 1, ; 1 1 1 1 1 1 1 1
4 4 4 4

n e e e e
ec ξ η θ ξ η θ ξ η θ ξ η θ ξ η θ= − − + + − + + + + − +

          (4.63)  
 เพื่อใหการประมาณคามีความถูกตองมากยิ่งขึ้นจึงสามารถเพิ่มจํานวนของเอลิเมนตขณะที่
ยังรักษาฟงกชันพื้นฐานที่เปนฟงกชันเชิงเสน (linear basis functions) เดิมหรือการใชพหุนามที่มี
ดีกรีสูงขึ้นเชนฟงกชัน quadratic 2 มิติ วิธีที่งายที่สรางฟงกชันนี้คือทําการคูนพหุนาม quadratic ที่มี
มิติ 1x1 เซตเอกลักษณของตัวสัมประสิทธสําหรับพหุนามตองการ 9 node และ 9 ฟงกชันที่ถูก
แทนที่ (interpolation) ในการศึกษานี้การประมาณคาบนเอลิเมนตหลัก [-1,1]× [-1,1]  คือ 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

1 2 3

2 2
4 5 6

2 2 2 2
7 8 9

1 1 1, ; 1 1 1 1 1 1
4 4 4

1 1 11 1 1 1 1 1
4 2 2
1 11 1 1 1 1 1
2 2

n e e e
e

e e e

e e e

c ξ η θ ξ ξ η η θ ξ ξ η η θ ξ ξ η η θ

ξ ξ η η θ ξ η η θ ξ ξ η θ

ξ η η θ ξ ξ η θ ξ η θ

= − − + + − + + +

+ − + + − − + + −

+ − + + − − + − −

 

         (4.64) 
 4.2.3   การแกแบบจําลองโดยการประยุกตวิธีไฟไนตเอลิเมนตในแบบจําลองการเจรญิเติบโต  
          Stochastic 
 ในการแกแบบจําลองโดยการประยุกตวิธีไฟไนตเอลิเมนตในแบบจําลองการเจริญเติบโต
stochastic นั้นจะเริ่มขบวนการโดยการใชโปรแกรม MAT-LAB ในการแกแบบจําลองโดย
โปรแกรมเริ่มดวยการรับคาพารามิเตอรและฟงกชันการบริโภคที่ทําการแบงเอลิเมนต และทําการ
ประมาณคาในแตละเอลิเมนตจากนั้นจะทําการสรางฟงกชันของการสะสมทุนแลวจึงทําการหาดุลย
ภาพของการสะสมทุน จากการกําหนดขางตนซึ่งผลการประมาณคาจะแสดงเปนกราฟ ในรูปที่ 
(4.6) ไดแสดงแสดงความสัมพันธระหวางการบริโภคกับการสะสมทุนที่ใชฟงกชันเชิงเสน 
piecewise รวมกับคําตอบที่แทจริงซึ่งแสดงโดยจุดสี่เหล่ียม 
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รูปท่ี  4.6 แสดงการประมาณคาโดยใชวิธี วิธีไฟไนตเอลิเมนตของ Stochastic Growth Model  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

        Exact 
        18 element, linear base 


